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I.1  Multimi definite printr-o proprietate comuna

a elementelor lor

In clasele anterioare am considerat, fara a putea da o definitie riguroasa, ca o multime este o
colectie bine definita de obiecte distincte (numite elemente), considerata ca un intreg.

Multimile se noteaza, de regula, cu litere mari ale alfabetului latin (A, B, M, N etc.), iar elementele
se noteaza cu litere mici, simboluri, numere etc.

Moduri de definire a multimilor
a sintetic: prin enumerarea (listarea) elementelor intre acolade sau prin diagrame Venn-Euler

Exemple. a A={0,2,4,6,8}, B={1,2,2% 232, C=1{30, 60,90, x, y, z}.
B cf 30 ©0 o
X y z

b D este multimea cifrelor in baza 10: D={0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9}.
¢ S este multimea culorilor de pe steagul Romaniei: S = {rosu, galben, albastru}.

b analitic: prin enuntarea unei proprietati comune elementelor acelei multimi
Daca elementele unei multimi M au o proprietate comuna, notata cu p, specifica lor si numai lor,
atunci multimea M se poate defini si astfel:

M ={x | x are proprietatea p} .

Citim: M este multimea formata din elementele x care au proprietatea p.
Exemple. Multimile A, B, S de mai sus se pot reprezenta astfel:
A={x|xestecifripard}; B= {2k lkeN, k< 4} ; S={c|ceste o culoare a steagului Romaniei}.

Observatii
1 Pentru multimile cu un numar mare de elemente, scrierea intregii liste de elemente poate
deveni nepracticabila. De aceea, vom folosi o lista abreviata, indicata explicit prin simbolul ...
(trei puncte), unde elementele specificate urmeaza un anumit sablon (un model, o schema).
Exemplu. Multimea E a primelor o suta de numere naturale nenule se poate scrie:
E={1,2,3,..,100}.

2 Pentru definirea unei multimi se pot utiliza si doua sau mai multe proprietati pe care le verifica
elementele sale, separate prin virgula sau prin conjunctia ,,si“
Exemplu. Multimea P= {0, 2, 4, 6, 8,10, 12} se poate scrie sub una dintre formele:

P={X|XEN,XeSte numar par,xSlZ} sau P={x|x=2k,keN,k£6}.

3 Daca elementele unei multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor sale apartin
unui domeniu dat (altfel spus, multimea data este submultime a unei multimi definite anterior),
putem indica acest lucru Thainte de bara verticala.

Exemplu. Multimea E:{x |X€N, xleO} a numerelor naturale cel mult egale cu 100 se
scrie mai simplu E={X€N | xleO} )

4 Pentru simplificarea scrierii, daca elementele se pot determina printr-o formula de calcul (au o
forma comuna), aceasta formula (proprietatea comuna) se poate scrie Tnainte de bara verticala.
Exemplu. Multimea T ={x|x=8k+3,keN} anumerelor naturale care dau restul 3 la impar-

tirea cu 8 (adica multimea numerelor de forma 8k + 3, unde k e N) se noteaza sim-
plificat T={8k+3| keN}.



5 Pentru multimile infinite, este mai avantajoasa scrierea acestora prin indicarea unei forme
comune a elementelor.
Astfel, multimea multiplilor intregi ai unui numar natural nenul n se scrie: M, ={kn | k eZ} .

Multimea numerelor rationale se scrie Qz{% a,beZ,bzl} sau Q={im ‘meN,neN*}.
n

Exersare ‘
 Besae K
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1 Fie multimea M={—4,(7);O;—2\/§;§;—%;\/g;Z—\ﬁ;\/g; g \/6,,/12} Scrieti, prin enu-

3

merarea elementelor, multimile:

aA={X€M|X€N}; sz{XeM|XeZ}; CCZ{XEM|XEQ};

d D={xeM|xeQ}; e E={xeM|x=0}; f F={xeM|o<x<1};

ng{XGM|x2\/§}; hH={X€M|X>10}; iI={X€M|X<—2}.
2 Precizati valoarea de adevar a propozitiilor:

aPllx/EE{XER|1<XS2}; bP2:652€{x|x:k2,keN};

c Py —8G{XEZ||x|s8}; dPA:\/Ee{XGR|3<X<4};

eP5:256e{x|x=k2,keZ}; PP —me{xeZ||x|>3}.

3 Se considera multimile A={xeN*|x<7}, B={xeN|5<x<10} si C={3,6,9,12,15} . Stabiliti

valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
aP;:{0,1,2,3}cA; bP, AcB; c Py {3X|X€A}CC;
d P B={xeN[32<2"<1024}; eP; Cc{xeN|xi3}; P Ac{xeR|2x+1<13}.

4 Pentru fiecare dintre multimile urmatoare, definite printr-o proprietate comuna a elementelor,

stabiliti care dintre reprezentarile prin enumerarea elementelor este corecta:

A={xeN|10<3 <729}; B={xeN|25<x*<121}; C={xeN|2 =4 sau 4" =64};
D={7k-4|keN,3<k<8; E={x_yeN‘x_ys3,xs4}; F={xeZ|17<4x-10<34}.
a AA={2345,6} B A={1,2,3,4,56}; c A={3 4,5,6}.

b AB={56,7,89710,11}; B={6,7,8,9,10,11}; B={57,9,11,13}.

c AC=0; B C={0,1,2,3}; c={2,3}.

d A D={24,31,38,45,52}; ={24,31,38,45}; D={17,24,31,38,45,52}.

e A E={42,48,84}; E ={42,48,60,66,84}; E={42,45,48,81,84,87}.

f AF={89,10,11}; B F=1{7,8,9,10,11}; ={6,7,8,9,10}.

5 Pentru fiecare dintre multimile de mai jos, definite prin enumerarea elementelor, stabiliti care

dintre reprezentarile folosind o proprietate comuna a elementelor este corecta:

A={0,6,12,18,..,72}; B={-9,-3,-1,1,3,9}; €={0,3,6,9,12,15,..};
D={1,6,11,16,21,26,..}; E={-3,-2,-1,0,1,2,3}; F={-2,-1,0,1,2,3,4,56,...}.
a A A={6k|0<k<12}; B A={6k|keZ, k<12}; C A={6k|keN, k<13}.

b AB={+3|keN k<2}; B B={3k|keZ -2<k<2};  cB={xeZ|9ix}.
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¢ AC={3klkeZ, k=0}; B C={3klkeQ, k>0}; C C={3klkeN, k<5.

d AD={5k+1lkeN,k<5);  BD={5k-4|keN'}; CD={5k+1|keN}.

e AE={xeZ|lx|<3}; B E={xeZ|2" <64} C E={xeZ]2<2x+9<15}.
i AF={x-2|xeN} B F={xeZz|4<2""} C F={xeQ|-5x-13<2}.

Scrieti urmatoarele multimi indicand o proprietate comuna a elementelor:
a multimea numerelor naturale impare cuprinse intre 17 si 28;

b multimea numerelor naturale mai mici decat 38, divizibile cu 3;

¢ multimea patratelor perfecte mai mici decat 225 si mai mari decat 100;

d multimea tuturor cuburilor perfecte cuprinse intre 7 si 130.

a Se considera multimile A={2n+7|neN} si B={3n+4|neN}. Arataticd 61eAnB.
b Fie multimile C={8n+7|neN} si D={7n+8|neN}. Verificati daca 43eCuUD si 99eCuUD.
¢ Se dau multimile £ ={9n+4|neN} siF ={5n+3|neN}. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

P:40 e E\F, P,.53eF\E; P,;: 58¢EnNF; P, 101cEUF; P.: 107¢E UF.

Stabiliti daca urmatoarele multimi sunt finite sau infinite:

a A={xeN|x<200; b B={xeZ|x<220}; ¢ C={xeQ|0<x<222};
d D={xeN|2<3x+1<61}; e E={xeZ|4x-5219}; f F={xeQ|7xeZ};

¢ G={xeN|x*<2000}; h H={xeZ|2">1000}; i I={xeQ|lx|>1000}.

: A A
TR [, A
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9 a Sedaumultimile A={0,1,2,3,4} si B={x| x=T7a+2, aeA}. Determinati elementele multimii B.

b Scrieti prin enumerarea elementelor multimile A= {XE N| 25" <5 < 1258} Si B={3x—11 | XEA}.

c Fie A={0,2,4,6}. Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimea B:{x|x =3"-2%ae A}.

10 Scrieti urmatoarele multimi cu ajutorul unei proprietati comune elementelor lor:

3'2’'5'3'7°4°9'5’11

¢ C={2,v6,2V3,2/5,430,442,2414};  d D={V2,243,6,45,5V6,67,1442}.

N Ty Ty Ty oy oy ’ b

A={123456789}_ bB={11325374i}-

11 Se considerd multimeaA={5,9, 13,17, .., 201}.

a Scrieti multimea A cu ajutorul unei proprietati comune elementelor sale.
b Determinati cardinalul multimii A.

c Aratati ca media aritmetica a elementelor din A nu apartine multimii A.

12 Se considera multimile A={x|x=8k+4,keZ} si B={x|x=4kkeZ}.

a Scrieti cate trei elemente din fiecare multime.
b Verificati daca numerele 224, 804 si 782 apartin celor doua multimi.

c Aratatica AcB siBz A.
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Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimile:
aA={xeN|4x+6=9x-24};

cC:{(x,y)eRxR|x+3y:7$i2x+5y:17}; dD:{(X,y)e]RxR
e E:{xeN|x+2x+3x+...+11x:462}; fF:{xeN‘ (102)10X

bB={xeR|3x*-16=19-4x"};
5x -2y =-2si 4x+y:14};
:(10°10°10°)" =10 000},

Determinati multimile:
a A={(x,y)eZxZ|88+xy=33};
c C={(X,y)eNxN|xy+2x+4y=22};

b B:{(x,y)eNxN|xy—3x—3y:5};
d D:{(x,y)eNxN|3x+7y:60}.

fractia n
3n-

Calculati suma celor mai mici 101 elemente ale multimii {n eN este reductibilé}.

Indicatie. Fie d un divizor comun al numerelor n-3 si 3n-2. Folosind proprietatile relatiei
de divizibilitate, determinati un numar natural a astfel incat d|a .

Se considera multimile A=<neN ieN , B=<neN ieN siC={neN ieN . Aflati cel
’ 12 15 ’ 36 '

mai mic numar natural nenul a cu proprietateaca ac AnBnC.
Se considera multimile:

A= {n eN fractia 6 este ireductibilé};

n

fractia 6 este subunitaré}; B= {n eN
n

C= {n eN fractia 6 este periodica mixté}.
n

fractia 6 este periodica simplé}; D:{neN
n

a Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
Pi:1eA; P,: 4 € B; P;:9 e C; P,:30 € D; P.: 28 € D;
P,: 5 AnB; P,:12e A\C; P;:CuD=N; P,: 7eBNC; P.,: D\B# .
b Alegeti varianta corecta de raspuns:
i Numarul de elemente al multimii A este egal cu:
A6 B7 c5 D o infinitate.
ii Relatia neB este adevarata pentru orice numar natural n>5 cu proprietatea:
An:é6 B n este prim C n este impar Dn:7.
iii Dintre urmatoarele multimi X, afirmatia X —C este adevarata pentru:
A X={2"|keN'} BX={3"]keN} C X={6"|keN} D X={11"|keN}.

iv Cardinalul multimii E={neD|n<50} este egal cu:

A5 B7 c10 D 8.
Scrieti elementele multimilor:
aA=yxeN 4 eNy; b B=yxeZ 7 ely; cC=1xeN 5 ey,
X+2 2x+1 X-2
dDz{XeN MEN}; eEz{XeN‘MeZ}; sz{XeZ MEZ}.
x+1 3x+2 2x+1

13
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20

21

Determinati multimile:
a A:{ae{0,1,2,...,9}‘m53}; b B:{be{0,1,2,...,9}‘m59}; CC={CE{0,1,2,...,9}‘M52};

d D:{de{o,l,z,...g}‘%525}; e E:{ee{o,l,z,...,t)}\ﬁse}; fF:{fe{0,1,2,...,9}‘m312}.

Fie U multimea cifrelor in baza 10. Determinati numarul de elemente ale multimilor:
a A={(a,b)eUxU|62ab15}; b A={(a,b)eUxU|2a3bi36}; cA=|(a,b)eUxU|aadbi45|.

Fie U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} . Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimile:

aAzixeu| 228Nl bB=|xeU JﬁeN ; cColxeu| J22X cnl.
3 11 18
dDz{XeU ,,218;;6@}; eE:{XeU JZ—SEQ}; fF:{XeU %GR\Q}.

Aprofundare & & &

activitte 22 Se considerd multimile A={1,5,9,13,17,...}, 8={3,7,11,15,19,..} si C={k*| ke N}.

pe echipe
o s
»

P 4 "I N
23
24
25
26
27

a Scrieti multimile A si B cu ajutorul unei proprietati comune elementelor lor.
b Identificati cele mai mici cinci elemente ale multimii AnC.
c Aratati ca multimile B si C sunt disjuncte.

d Demonstratica AnB=J.

Determinati numarul natural n pentru care multimea A ={x eN

3"<x 33"*2} are 217 elemente.

Se dau multimile Az{

neN*,nSlOO} siB:{L
n+2

neN* n<100;.
nn+1)

a Stabiliti cate elemente au multimile A si B.

b Comparati suma elementelor multimii A cu produsul elementelor multimii B.
1 1 1
n(n+1) n n+1

Indicatie b: Utilizati egalitatea

Se considera multimile A={X€N|21SX£C[, aeN} Si Bz{x eN | X: 7}. Determinati toate nume-
rele naturale a pentru care multimea AnB are 25 de elemente.

Aflati cardinalul multimii A= {n e N, n <604 | cel putin o cifrd a lui n este egala cu 3}.

a Fie multimile A:{x:\/4n+2 ‘neN} Si B:{x:\/5n+3 ‘neN}. Aratatica AUBcR\Q.

b Aratati ca multimea M:{x:\/1-2-3~...~n+28 ‘ neN*} nu contine niciun numar rational.

Probleme de sapte stele '

14

28

Fie multimea A:{Z“ -3°.5° a,b,caN}.Aréta’gi ca printre oricare 9 elemente ale lui A exista
cel putin doua al caror produs este patrat perfect.




29

30

31

Se considera multimea A ={2k+1| keN, k 550}.
a Aflati numarul perechilor (a, b) de elemente din A, cu a < b, pentru care a+b=100.

b Daca suma a 46 de elemente ale multimii A este 2020, aratati ca cel putin doua dintre aceste
elemente sunt egale.

Se considera multimea A, formata din numere naturale, cu pro-
prietatea ¢ multimile B={5x+1|xeA} si C={xeN|7x+4cA}

sunt submultimi ale lui A. Stiind ca 9 € A, aratati ca 6 € A.

Indicatie. Deoarece Bc A, rezultd ca daca xeA, atunci
5-x+1eA.Cum 9€A, rezulta ca 46e A. Folositi relatia Cc A »
pentruaarataca 6€A. /N

Fie Ao multime de numere naturale cu proprietateaca B = { 3x+2|x € A} siC ={x eN| x*+1le A}
sunt submultimi ale lui A. Stiind ca 1€ A, aratati ca numerele 4, 5 si 26 apartin multimii A.

15



Teste de evaluare

Testul 1
1 Se considera multimea: A= {1; —g; J3;5+4; ;0 \/g}

(Ip) a Scrieti elementele multimii A N Q.

(1p) b Reprezentati pe axa numerele rationale din multimea A.
(Ip) c Ordonati crescator numerele din multimea A.

(1p) d Scrieti elementele multimii B= {x e R|-x € A}.

(1p) e Scrieti elementele multimiiC={xe A | -x € A}.

2 Se considerd multimea M= {x e R||x| <4}.
(Ip) a Scrieti sub forma de interval multimea M.
(1p) b Determinati card(M N Z).
(Ip) c Aratatica, oricarearfia e R, daca a ¢ M, atunci—a ¢ M.
(Ip) d Determinati cel mai mare numar real pozitiv b cu proprietatea ca, pentru oricare

x € (=b, b) \ {0}, rezulta ca %eM.

NOTA. Timp de lucru: 50 de minute. Se acorda 1 punct din oficiu.

Testul 2
1 Se considera numarul g =-2,(27).

(Ip) a Scrieti numarul g sub forma unei fractii ireductibile %, aeZ,beN*
(Ip) b Verificati daca numarul g este solutie a inecuatiei | x +2]| <%.

(1p) c Determinati multimea {ne Z|n<g<n+1ju{meZIm<-g<m+1}.
(1p) d Rezolvatiinecuatia 2(x+3)—g>3x +%.

(Ip) e Determinati suma solutiilor intregi ale inecuatiei [x + 1| < g°.

2 Se considera multimea F:{é%

keN‘,k<48}cQ.

(Ip) a Calculati suma elementelor multimii F.

(1p) b Determinati numarul maxim de elemente care pot fi eliminate din multimea F astfel incat
suma numerelor ramase sa fie egala cu 23.

(1p) c Determinati cate numere x € F pot fi reprezentate ca fractii zecimale finite.
(Ip) d Gasiti numerele din multimea F care sunt patrate de numere rationale.

NOTA. Timp de lucru: 50 de minute. Se acorda 1 punct din oficiu.

33



Testul 3

1 Se considerd numarul a=~/31.
(Ip) a Determinati numarul natural n cu proprietateacan<a<n+1.
(Ip) b Determinati primele doua zecimale ale numarului a.
(Ip) c Scrieti cel mai mic numar intreg din multimea A = {x € R||x| < al.
(1p) d Aratati ca a este solutie a inecuatiei 2x —11 > 0.

(1p) e Determinati numerele rationale x pentru care |4x — 1| = @

2 Se considerd multimea M = {n,(n)| neN,3<n< 8}.

(Ip) a Aratatica, oricare ar fi x € M, numarul 9x este un numar natural divizibil cu 10.
(1p) b Dati exemplu de douda numere din multimea M a caror suma este patratul unui numar ratio-
nal pozitiv, notat cu a.
(Ap) ¢ Arataticiae M.
(1p) d Fie b € M astfel incat numarul b aproximeaza numarul real y cu eroare cel mult egala cu
107" Aratati ca numarul b™ aproximeaza numarul y* cu eroare cel mult egala cu 1072
Observatie. Ne reamintim ca numarul real a aproximeaza numarul real x cu o eroare cel mult
egala cuun numarreale > 0daca|x—al<e.
Timp de lucru: 50 de minute. Se acorda 1 punct din oficiu.
Testul 4

1 Se considerd multimile A={x e R|-2<x<6}siB={x e R||x| <3}
(Ip) a Determinati numarul de elemente ale multimii A N Z.
(Ip) b Scrieti multimile A si B sub forma de interval.
(1p) ¢ EfectuatiAuBsSiAnB.

(Ip) d Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei B < {x eR

‘5x—3

gé}.

(1p) e Aratati ca multimile A N Ssi BN S sunt nevide, unde S este multimea solutiilor inecuatiei:
X=1+(x-2+Kx=-3)°<(x+1)*+ (x+ 2)* + (x + 3)~.

2 Compania de inchirieri de automobile Sun are un tarif de 120 de lei pe zi plus 1,7 lei pe kilo-
metru parcurs.

(Ip) a Andreiafinchiriat o masina cu care a parcurs 218 km. Aflati cat trebuie sa plateasca.

(Ip) b Bianca este trimisa in delegatie de serviciu, primind 115 euro pentru cheltuieli de depla-
sare (1 euro = 4,8 lei). Verificati daca Biancai i ajung acesti bani pentru a inchiria o masing,
stiind ca trebuie sa calatoreasca intr-un oras aflat la 120 km distanta. (Atentie: drumul este
dus-intors.)

(Ip) c Scrietioinegalitate de forma ax + b <'s, unde x este numarul de kilometri ce pot fi parcursi

cu o masina inchiriata de la compania Sun astfel incat costul inchirierii sa fie cel mult egal
cu s lei.

(1p) d Utilizand eventual inegalitatea de la punctul ¢, determinati distanta maxima, exprimata
printr-un numar intreg de kilometri, ce poate fi parcursa avand la dispozitie 100 de euro.

Timp de lucru: 50 de minute. Se acorda 1 punct din oficiu.



Fisa pentru portofoliul individual

Numele siprenumele: .........oouiiiiiiineineenn..

Clasa a VIII-a:

Intervale de numere reale. Inecuatii in R.

Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor.
Intervale de numere reale. Operatii cu intervale.

Inecuatii de formaax+b>0(<0,>0,<0),undea, b € R

(2p) 1

(2p) 2

(2p) 3

Completati spatiile libere pentru a obtine raspunsuri corecte.

a Fie multimea A = {x € N|x < 2}. Cel mai mare numar din multimea A este egal cu ........... :
b Multimea numerelor reale x, cu proprietatea x > -4, formeaza intervalul ............ .

c Intersectia intervalelor (—oo,8\/§] Si [5\/5 oo) este multimea ............ .

d Multimea solutiilor inecuatiei —gx—%<0 este ... .

Pentru fiecare dintre enunturile urmatoare, daca enuntul este adevarat, incercuiti litera A.
In caz contrar, incercuiti litera F.

a 77 este element al multimii A = {x|x=9k + 5, k € Z}.
b Multimea A = {x € Z||x| <5} are 10 elemente.

¢ Reuniunea intervalelor [-3, 6] si (-, 0] este [-3, O].

> > > >
M M M T

d x=-2 este solutie a inecuatiei 4(2x - 5) =3(6 — x) < 0.

Incercuiti raspunsul corect la fiecare dintre urmatoarele exercitii. Dintre cele patru variante
de raspuns, scrise la fiecare cerinta, doar una este corecta.

a Suma numerelor intregi continute n intervalul [-2, 3] este egala cu:

A -2 BO c1 D 3.
b Multimea A= {x e R|-3 <x-1<0} este egala cu:
A (2,1) B {-2,1} c [-2,1] D {-1,0,1}.
¢ Multimea solutiilor inecuatiei —LZO este intervalul:
’ ’ ’ 14x +36

R I I

d Pentru a primi un certificat, Elena trebuie sa obtina o medie de cel putin 92 de puncte
Tn urma a patru teste. La primele trei teste, Elena a primit 87, 94, respectiv 91 de puncte.
Punctajul minim pe care trebuie sa il obtina la ultimul test este egal cu:

A 98 B 94 Cc 96 D 100.



La problemele 4 si 5 scrieti pe fisa de evaluare rezolvarile complete.

_3<x+1

(2p) 4 Se dau multimile: A= {x e R||2x+1| <5} si B={XER

sl}. Calculati Au B,

ANB,A\BsiB\A.

(1p) 5 Seconsiderénumérula=i+i+...+ 2
1-3 49.51

. Stabiliti daca ae 1,1 .
3.5 ’ 2

NOTA. Timp de lucru: 50 de minute. Se acorda 1 punct din oficiu.



I.4 Probleme pentru performanta scolara si olimpiade

Fie q, b, c € R astfel incat a + b + ¢ = 1. Aratati ca cel putin unul dintre numerele a + bc, b + ca,
¢ + ab apartine intervalului [0, ).

Pentru fiecare numar natural nenul n definim intervalul I=[L1i1j Aratati ca exista un
n+l’ n

singur numar real a cu proprietatea a € I, pentru orice n € N*,

Fie a, b € R, 0 <a < b. Aratati ca intervalul (a, b) contine o infinitate de numere rationale x
cu proprietatea x* € Q.

L . 1 1 . .
Determinati numerele naturale nenule a, b care au proprietatea: —+—ela, b], oricare ar fi
Xy

x,y € la, bl.
. A 1 . T
Fie x, y € R astfelincat | x—y|e|0,= |, pentru orice n e N*. Aratati cad x=y.
n

Fie n un numar natural nenul. Elementele multimii [1, 2n] » Z se Tmpart Tn doua grupe de cate
n numere. Fie a,<a,<...<a, numerele din prima grupa si b, <b, <...<b, numerele din cea
de a doua grupa. Aratati ca:

la, = by| +|a, = by| + ... |a, = b,| = nZ
Se considerd intervalele I=(a+2,3b-2)siJ=3a+1,b+1).
a Determinati a, b € Z astfelincat I n J={2}.
b Aratati ca multimea I n J este nevida, pentru orice alegere a numerelor reale a si b.
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